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Résumé 

Nous formulons plusieurs variantes d'une conjecture reliant le degré arith- 
métique de certains fibrés hermitiens aux valeurs prises aux entiers négatifs 
par la dérivée logarithmique des fonctions L d'Artin, généralisant des con- 
jectures de Colmez et Gross-Deligne et complémentant ainsi les conjectures 
de Beilinson pour les motifs d'Artin. Nous annonçons plusieurs résultats en 
direction de ces énoncés. 

Conjectures on the logarithmic derivatives of Artin L-functions at 
non-positive integers 

Abstract - We formulate several variants of a conjecture relating the arithmetic degree of certain 
hermitian fibre bundles with the values of the logarithmic derivative of Artin's L-functions at 
négative integers. This generalizes conjectures by Colmez and Gross-Deligne and compléments 
Beilinson's conjectures for the Artin motives. We announce several results in the direction of 
thèse statements. 



1 Préliminaires 

On appelle variété arithmétique tout schéma régulier qui est quasi-projectif et plat 
sur un anneau arithmétique (au sens de Gillet-Soulé H). Soient R un tel anneau et 
C l'ensemble des couples (X, D), où / : X — > Speci? est une variété arithmétique 
sur R et D un diviseur de Weil à croisements normaux de X(C), Un fibré hermitien 
sur X à singularités logarithmiques le long de D est la donnée d'un fibré cohérent 
E sur X localement libre sur X(C) et d'une métrique hermitienne sur Ec\x(C)\d 
qui est bonne le long de D au sens de |2(J ; on note E un tel couple. Dans tout 
ce qui suit CH (X) désigne l'anneau de Chow arithmétique usuel associé à X (cf. 
§|) et (X,D) i-> CH(X,D) la flèche construite par J. I. Burgos et U. Kùhn de C 
vers la catégorie des groupes abéliens N-gradués (à paraître). Cette théorie est une 
extension en dimension supérieure des théories de Bost (voir g]) et Kiihn (voir ||Ï7|| ) 
pour les surfaces. On obtient cette flèche en remplaçant dans une construction de 
Burgos (voir des formes lisses par des formes à singularités faibles le long de D. 
Elle vérifie (entre autres choses) les propriétés suivantes : 

(1) le groupe CH (X, D) (8>zQ est muni d'une structure naturelle d'anneau commu- 
tatif unitaire pour laquelle la N-graduation induite est une graduation d'an- 
neau ; 
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(2) si X est propre sur Speciï, il existe une application «image directe» /* : 

CH x (X, D) — > CH (R), où dx est la dimension relative de X sur R ; cette 
application est un homomorphisme de groupes ; 

(3) à tout entier r ^ et tout fibré hermitien E sur X à singularités loga- 

rithmiques le long de D, on peut associer une r-ième «classe de Chern» 
c r ÇË) eCff (X,L>); 

(4) à tout -R-morphisme de schémas g : X' — > X transverse à D, où X' est une 

variété arithmétique sur R, on peut associer un morphisme de groupes gradués 
«image réciproque» g* : CH (X, D) — » CH (X' , g~ 1 D) qui est un morphisme 
d'anneaux lorsqu'on tensorise par Q ; 

(5) l'égalité g*(c r (E)) = c r (g*(E)) vaut pour tout r ^ ; 

(6) on dispose d'un morphisme «d'oubli» Ç : CH (X, D) — » CH*(X) compatible à 

l'application image réciproque du (4) et à celle usuelle de la théorie de Chow, 
ainsi qu'à la graduation et à la formation des classes de Chern ; 

(7) on dispose pour tout entier p > d'un morphisme oj : CH (X, D) — » 

Z PtP (X(C), D) et d'un complexe de groupes : 

@H%-\X R ,R(p)) A CH*pr,£>)®zQ ^ CH'(I)® z Q©0Z w (X(C),D) 

où 7î^f _1 (XR, désigne la partie invariante par conjugaison complexe de 

la cohomologie de Deligne réelle H^~\X{C), R(p)) et Z^(X(C),L>) le C- 
espace vectoriel des formes réelles de type (p,p) invariantes par conjugaison 
et bonnes le long de D au sens de |^Ô| ; 

(8) si l'on munit © p ^ n Z P ' P (X(C), D) de la structure d'anneau définie par le pro- 

duit des formes, alors le morphisme C © w est un morphisme d'anneaux ; 
l'image par a de ® v ^qH^ 1 (Xr,M(p)) est un idéal de carré nul; et si l'on 

note c : CH*(X) — > (J) p ^ H^{X R , R(j>)) l'application cycle, alors a(x) • y = 

a(c(C(y)) ■ x), oùxe ® P>0 H^-\X K ,R(P)), V e GR{X,D) ®% Q et le pre- 
mier point • (resp. le deuxième) dans la dernière égalité désigne le produit 

dans l'anneau CH (X, D) ®% Q (resp. en cohomologie de Deligne) ; 

(9) enfin si D est vide et X projective, il existe un isomorphisme canonique de 

groupes gradués CH (X, D) ~ CH (X) qui est un isomorphisme d'anneaux 
lorsqu'on tensorise par Q et via cet isomorphisme les classes c r {-) et les 
morphismes /*, g*, (, a et oj introduits ci-dessus coïncident avec les objets 
éponymes de la théorie de Gillet-Soulé (cf. [[| et ||). 

Si plus généralement on considère dans ce qui précède des cycles à coefficients dans 
un corps A Ç R plutôt que dans Z, on obtient une flèche vers la catégorie des 
A-algèbres N-graduées que l'on note alors (X, D) \— > CH (X, D)a. On veillera à ne 
pas confondre CH*(X, D) A avec CH*(X, D) ® z A. 



2 Une conjecture pour les fibrations semi-abéliennes 

Soient p : A — > B un schéma semi-abélien lisse de dimension relative dj, au-dessus 
de B une variété arithmétique de dimension d sur R et L un fibré en droites sur A 
ample relativement h p. On suppose qu'il existe un ouvert non vide U Ç B au-dessus 
duquel la restriction de A est un schéma abélien et, par abus de langage, on note 
encore U le plus grand ouvert ayant cette propriété. On note S le complémentaire 
de U dans B dont on suppose que D := S(C) est un diviseur à croisements normaux 
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dans B(C) et l'on fait l'hypothèse que le schéma abélien dual de A\u s'étend en un 
schéma semi-abélien sur B que l'on note A v . Le morphisme fa : A\u — > Afa induit 
par L s'étend en un morphisme de A vers A v que l'on note encore fa. 
Soit K une extension finie de Q dont on note Ok l'anneau des entiers et pour lequel 
on suppose que chacun des plongements d'anneaux de Ok dans C se factorise par 
R. On suppose donné un plongement d'anneaux t : Ok > End#(.4) où Ends(.4) 
désigne l'anneau des endomorphismes du schéma en groupes p : A — > B. Par abus 
de langage, on écrit ^a (resp. O^v) pour l'image réciproque par la section unité 
du faisceau des différentielles de A (resp. A v ) sur B. Le fibré SIa,c est muni de la 
métrique L 2 induite par Le et £Ia v ,c hérite de cette métrique via l'isomorphisme 
fl c : £Ia v ,c\uc ~ * ^A,c\u c induit par fa. La métrique canonique sur fîx,c (resp. 
sur fî^v c ) est bonne le long de D (voir (2(J). Soit cr G Hom(0/<-, iî) et 6 G C'a- ; 
on note flA,a,b (resp. QA v ,cr,b) le noyau du morphisme de faisceaux t(b) — a(b) : 
Qa — * SI .4 (resp. — cr(6) : fi^v — » Q^v) et l'on note Qa,(t (resp. r2^v j(T ) le 
faisceau r\bço K &A,<r,b (resp. r^go^f^v^). Ce dernier est un faisceau cohérent car 
Ok est finiment engendré comme Z-module. On suppose que flA,a (resp. £Ia v ,<r) 
est localement libre sur B, et que les fibrés Ha,<t,c (pour tout a G Hom(0A', R)) 
sont orthogonaux entre eux fibre à fibre (il en est alors de même des Qa v ,ct,c)- La 
métrique canonique sur V-a.: (resp. de fi.4 v ,c) induit par restriction sur les Qa,<t,C 
(resp. les CIa v ,<t,c) une métrique qui d'après ce qui précède est bonne le long de D. 
Enfin on note Tt n ■— 5Zj=i 1 / J le n-ième nombre harmonique et, pour tout caractère 
d'Artin \ de K, on note Q(x) le corps engendré par l'ensemble des valeurs de \ et 
Q+(x) le sous-corps Q(x) n M. 
Conjecture 2.1. Pour tout n ^ 1, 
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aeïiom(0 K ,R) 

VA ' 7 creHom(OK,iî.) 

Dawi dans CH (B, D)q+( x ) ®q+(x) Q(x) pour tout caractère d'Artin irréductible x 
de K tel que L{\, 1 — n ) 7^ 0, sauf éventuellement lorsque n — 1 et \ est le caractère 
trivial. Ici c x — 1 si x es£ Ze caractère trivial et c x — sinon. 

Remarques 

(1) L'énoncé que l'on obtient en appliquant le morphisme d'oubli £ aux deux côtés 



de la conjecture \2Aj est (à la connaissance des auteurs) également conjectural. 

(2) Supposons que R est un ouvert d'un anneau de corps de nombres et soit 

SpecZ[l/iV] le plus grand ouvert de Z au-dessus duquel Speciî est fini; lorsque 

B est propre, on écrit deg : CH (B, D)q+ua — » CH (SpecZ[l/7V])Q+( x ) pour 

la composée des applications «image directe» CH (B , -D)q+( x ) — > CH (R)iq+( x ) 

et CH (R)q+m — > CH (SpecZ[l/7V])Q+( x ) introduites au 1. De l'égalité obtenue 

en appliquant le morphisme deg aux deux côtés de la formule conjecturée pour 
n = d + 1, on déduit une égalité de nombres réels à des sommes de termes de la 
forme b x \ogq près, où q est un entier positif divisant N et b x un élément de Q(x)- 
En particulier, si R est un anneau de corps de nombres, on obtient une égalité de 
nombres réels. 

Lorsque K est un corps CM et que n = 1, (£4 = [K : Q]/2 et S est vide, la conjecture 
est un léger raffinement de la conjecture de Colmez J|, Conj. 0.4, p. 632] qu'il 



2.1 



prouve lorsque K est une extension abélienne de Q (à un facteur log(2) près). Le 



cas de 2.1 où K est un corps quadratique imaginaire, n = 1 et S est vide implique 
un raffinement d'un théorème de Gross [0 Th. 3, Par. 3, p. 204]. Si 2 est inversible 
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dans R, le calcul \V7, Th. 6.1, p. 229] de Kùhn (voir aussi celui fait indépendamment 
par Bost) établit la conjecture Ej] pour K = Q, n = 2 et dj, — 1 et sa conjecture 



|19] , Cor. 2.9.14] implique la conjecture 2.1 lorsque K est un corps quadratique 
totalement réel, n = 2 et dj, = 2 (voir la proposition 2.2). Le cas de 2.1 où K est 
un corps quadratique imaginaire, dA = 2 et R est un certain anneau arithmétique 
peut être déduit d'une conjecture de Kudla, Rapoport et Yang sur les dérivées de 
certaines séries d'Eisenstein incohérentes (voir |ï(], (0.16)]) ; et les cas où K est un 
corps quadratique totalement réel, d A = 2 et n = 2 (voir la proposition 2.2) et où 
K = Q, d,A = 2, d = 3 et n — 2, 4 permettent de préciser une conjecture de Kudla 
(voir fllq , (6.11) et (6.12)]). Enfin le cas où K = Q et S est vide est conjecturé par 
Kôhler dans [Q Th. 3.3]. La proposition suivante donne comme application de ce 
qui précède une formule pour le degré arithmétique des fibrés de formes modulaires 
sur les variétés modulaires de Hilbert, munis de leur métrique de Petersson. 

Proposition 2.2. Soit A — > B une fibration semi-abélienne lisse munie d'une ac- 
tion l : Ok Ends (.4) de Vanneau des entiers d'un corps de nombres abélien 
totalement réel K et satisfaisant aux hypothèses de la conjecture 2.1. Supposons de 
plus que B est propre, dj, = [K : Q] = d et que R est un ouvert d'un anneau de 
corps de nombres où le degré de ft est inversible. Soit Z[l/iV] le plus grand ouvert 
au-dessus duquel R est fini et soit Ka le corps engendré par les valeurs de tous les 
caractères d'Artin (pairs) de K. L'égalité : 



« M ,H-(, +1 ,(f§^ + fg£> 



d 
2 



4(rf + 2) 
9 



log(2) deg(ÎUc) 



dans CH (SpecZ[l/7V])^+ est une conséquence de la conjecture 2.1 pour n = 2 et 
X parcourant les caractères d'Artin (pairs) de K . 

Remarque. Il ne semble pas possible de déduire la formule précédente de la con- 
jecture 24 lorsque K n'est plus une extension abélienne de Q. On peut néanmoins 
se demander si la proposition [T^ reste vraie sans cette hypothèse. 

La proposition suivante donne comme application de ce qui précède une formule 
pour le degré arithmétique des fibrés de formes modulaires sur les variétés modu- 
laires classifiant les surfaces abéliennes à multiplication quaternionique, munis de 
leur métrique de Petersson. 

Proposition 2.3. Soit A — > B une fibration semi-abélienne lisse munie d'une ac- 
tion l : Ok Ends(^l) d'un anneau de corps de n ombres quadratique imaginaire 
et satisfaisant aux hypothèses de la conjecture 2A. Supposons de plus que B est 
propre, dA — [K : Q] = d + 1 = 2 et que R est un ouvert d'un anneau de corps de 
nombres où le degré de fh est inversible. Soit ï\YjN\ le plus grand ouvert au-dessus 
duquel R est fini. L 'égalité : 



deg(c? (n A )) = -(4- 



l, -% 6 (2) 



-1 



2) deg(r! AC ) 



dans CH (SpecZ[l/7V])Q est une conséquence de la conjecture 2.1 pour n = 2 et x 
le caractère trivial de K et pour n = 1 et x l'unique caractère d'Artin non-trivial 
de K. 

A la fin d'une nouvelle version de ||ï^| , Kôhler conjecture une formule pour le degré 
arithmétique des fibrés de formes modulaires sur les variétés modulaires de Siegel. 
Cette formule est une conséquence de la conjecture 24 , pour n parcourant les entiers 
pairs positifs et x I e caractère trivial. 

Indépendamment de ce qui précède, J. Kramer a conjecturé (conversations avec le 
second auteur) que le degré arithmétique du fibré des formes modulaires sur une 
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variété de Shimura est donné par une combinaison linéaire rationnelle de dérivées 
logarithmiques de fonctions Ç de corps de nombres évaluées en des entiers négatifs. 
Les deux propositions précédentes sont compatibles avec une telle conjecture. 



3 Une conjecture pour les motifs relatifs 

Soient Y une variété arithmétique lisse sur R un anneau arithmétique de Dedekind 
et V un motif relatif sur Y à coefficients dans (avec m un entier positif) 

et effectif pour l'équivalence rationnelle. Le motif V consiste par définition en un 
couple formé d'une fibration projective et lisse / : X — * Y et d'un idempotent pour 
la composition des correspondances dans CH*(X x Y X, Z[^]); nous renvoyons à 
pour la définition générale de la catégorie des motifs relatifs sur Y. On se donne 
sur X un fibré en droites L ample relativement à /. Nous écrirons iÎDib(V) pour 
désigner la cohomologie de Dolbeaut de V (on rappelle que si l'idempotent associé à 
V est l'identité, iÏDib(V) est le faisceau (Bk>o®p+q=k R q /*A Î> ^(/)) j c'est un faisceau 
cohérent N-gradué sur Y. On suppose que le faisceau iÎDlb(V)c est localement libre ; 
il est alors muni de la métrique L 2 induite par c\{Lc) 6 H^ lh (X/Y)c- 
Soit P(T) un polynôme unitaire à coefficients dans Z[— ] et irréductible sur Q. 
On pose O := Z[A-][T]/ (P(T)) et l'on note K le corps des fractions de O (c'est 
une extension finie de Q) et l'on suppose que chacun des plongements d'anneaux 
de O dans C se factorise par R. On suppose donné un morphisme d'anneaux i : 
Z[A-][T] — » End(V) dont le noyau est contenu dans l'idéal (P(T)). Pour tout a G 
Hom(0, R) on note iJDlb(V) CT le noyau du morphisme de faisceaux i(T) — cr(T) : 
-HDib(V) — » iÏDib(V) (qui est cohérent) ; on suppose que iÏDib(V)<j est localement 
libre et l'on munit i?Dib(V) (T ,c de ^ a métrique induite par restriction de celle de 
•ffDib(V)c- On suppose de plus que les fibrés iÏDib(V) CT .c (pour tout a G Hom(C, R)) 
sont orthogonaux entre eux fibre à fibre. Enfin on note r le produit de tous les 
nombres premiers q au-dessus desquels il existe un idéal premier Q de Ok tel que 
Oq ne coïncide pas avec Ok,q- 

Conjecture 3.1. Pour tout n 1 et k > 0, l'égalité : 

aeïïom(0,R) 

( f L '(xA-n) 1 c x log(2) ^ i>-i]/rrp,g An ^ I \ 

= - 1^ a (( L(y 1 _ n) +2 Hn - 1 ~ 1-2-" ] ^ P J (^Dib( V )-.c))xW 

crSHom(C>,iî) V ' p+q=k 



vaut dans CH (^[^t])q+(x) ®Q+(x) powr iowi k ^ et tout caractère d'Artin 

irréductible x de K tel que L{\, 1 — n ) 0; sau f éventuellement lorsque n — 1 et x 
est le caractère trivial. Ici c x = 1 si x est le caractère trivial et c x = sinon. 

Remarques 



(1) La conjecture implique la conjecture 2A lorsque Y = Speciî et que R est 
un corps. 

(2) L'énoncé géométrique obtenu en appliquant le morphisme d'oubli ( aux deux 
côtés de la conjecture est (à la connaissance des auteurs) également conjectural. On 
peut interpréter cet énoncé comme une version relative de la formule des traces de 
Lefschetz pour la cohomologie singulière à coefficients dans C. 

(3) Lorsque Y = SpccQ, la conjecture 'iA est une extension non-abélienne d'une 
variation de la conjecture «des périodes» de Gross- Deli gne |0 , p. 205]. 

On remarq uer a également qu'au vu de la conjecture 2A, on souhaiterait étendre la 
conjecture 3J_ à des motifs associés à des fibrations à singularités semi-stables ou, 
en d'autres termes, à une certaine sous-catégorie de la « catégorie des faisceaux en 
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motifs mixtes». 

La conjecture suivante est une version affaiblie de la conjecture 3J dont elle est une 
conséquence immédiate : 

Conjecture 3.2. Pour tout n ^ 1, l'ég 



^£(-i) fc E ch [T VWvuxM 



2 

fc^O <T6Hom(0,.R) 

- - E ^E^^ Sr^ + ^-^fg) E p-^- 1 '(^(v) g ,c))xw 

crgHom(C>,iî) fc^O ^' ' p+q=k 

Dawi dans CH (Y[—])q+ç x ) ®q+( x ) Q(x) poî/r tout caractère d'Artin irréductible \ 
de K tel que L(xi 1 — n ) Oj sau f éventuellement lorsque n = 1 et x est le caractère 
trivial. Ici c x = 1 si x ^ e caractère trivial et c x — sinon. 



4 Résultats 



Les hypothèses et les notations utilisées ci-dessous sont celles du paragraphe précé- 
dent. Les démonstrations des résultats annoncés ici seront publiées ultérieurement. 

Dans tout ce qui suit, si x est un caractère d'Artin et H un corps de nombres con- 
tenant Q(x), nous dirons que la conjecture 2.1 (resp. 3.1, resp. 3.2) vaut pour x 
après produit tensoriel par H si la conjecture obtenue en remplaçant Q(x) par H 
dans l'énoncé correspondant est vérifiée. 



Le théorème suivant relie la conjecture 3.2 à une formule de Lefschetz relative con- 
jecturée dans ]Ï4| , Appendix] et maintenant démontrée grâce à |Ï4|] et |Q. 

Théorème 4.1. Supposons que V est le motif relatif associé à une fibration lisse 
f : X —>Y , que P(T) est le q-ième polynôme cyclotomique et qu'il existe une racine 
primitive q-ième de l'unité dans K — Q(p q ) dont l'image par i est représentée par 
un automorphisme d'ordre q de la fibration f. Supposons de plus que q est inversible 
dans R et, pour tout x caractère de Dirichlet primitif modulo q, notons Q(x,/i<j) le 
corps engendré par les valeurs de x et les raci nes q-ièmes de l'unité. La conjecture 
fclJl , Appendix] implique que la conjecture vaut pour x après produit tensoriel 
par Q(x,Vq)- 

Esquisse de la preuve. On montre cette implication en appliquant tout d'abord 



la conjecture |14, Appendix] au complexe de Dolbeaut de / et en utilisant le fait 
que la torsion analytique relative équivariante de ce complexe s'annule. On calcule 
ensuite la transformée de Fourier (pour l'action de Gal(_K"/Q)) de la formule obtenue, 
puis en utilisant la formule des traces relatives à valeurs dans la cohomologie, on 
exprime la partie dépendant des points fixes en termes de traces sur la cohomologie 
de Dolbeaut de /. Un argument combinatoire permet alors de conclure. 

Lorsque n = 1, comme conséquence immédiate du théorème Ll, ou plus simplement 
grâce à un cas particulier de la formule de Lefschetz conjecturale Appendix] 
démontré dans 1)131 , on peut affirmer que : 

Corollaire 4.2. Sous les hypothèses du théorème ^_A, la conjecture vaut après 
produit tensoriel par Q(x> M?) lorsque n = 1. 



Remarque. Cet énoncé établit en particulier une variante de la conjecture «des 
périodes» de Gross-Deligne pour une certaine classe de structures de Hodge CM 
découpées dans la cohomologie de variétés sur Q. 

Théorème 4.3. La conjecture JZ^| , Appendix] implique que la conjecture 2.1 vaut, 
après produit tensoriel par Q(x,M/k)> pour tout n ^ 1 lorsque S est vide et K est 
une extension abélienne de Q dont le conducteur ]k est inversible dans R. 
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Esquisse de la preuve. On utilise la théorie du corps de classes pour se ramener 



à K = Q(m/jï) puis l'on montre que l'on peut déduire ce cas d'une variation de 4.1 



Lorsque n = 1, comme conséquence immédiate du théorème 4.3, ou plus simplement 
grâce au cas particulier de JÎ4| , Appendix] démontré dans jÏ3|, on peut affirmer que : 



Corollaire 4.4. La conjecture 2.1 est vraie après produit tensoriel par Q(x, M/k) 
lorsque n = 1, S est vide et K est une extension abélienne de Q dont le conducteur 
fx est inversible dans R. 
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